STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
- AMSTERDAM

ZW 1957 -004

Voordracht in de serie

"Elementaire onderwerpen van hoger standpunt belicht”

Prof.dr.ir. L. Kosten

20 februari 1957

Over een bepaald type van stochastische problemen

uit de telecommunicatietechniek

1957



The Mgthematical Centre at Amsterdam, founded the lth of February 1946, is a non-profit
institytion aiming at the promotion of pure mathematics and its applications, and is
spopsored by the Netherlands Government through the Netherlands Organization for
Pure Research (Z.W.Q.) and the Central National Council for Applied Scientific Research
in the Netherlands (TN.O.), by the Municipality of Amsterdam and by several industries.



Voordracht in de serie

"Elementaire onderwerpen van hoger standpunt belicht"

door

Prof,Dr Ir L., Kosten

20 februari 19587

Over een bepaald type van stochastische problemen uit de
telecommunicatietechniek

1. Inleiding en probleemstelling

In een drietal artikelen X)

tische problemen uit de telecommunicatietechniek behandeld, welke een

zijn door spreker e,a, enlge stochas-

grote mate van overeenkomst in de probleemstelling vertonen, In deze
voordracht zal een algemene methode worden ontwikkeld, welke in de
drie genoemde gevallen kan worden toegepast. Van de twee in §3 behan-
delde voorbeelden is één hetzelfde probleem uit de eerste der genoemde
publicaties,

We beschouwen thang een systeem dat in n+1 verschillende toestan-
den (genummerd 0,1,2,...,,n) kan verkeren, Wanneer op een bepaald tijd-
stip t de toestand (j) bestaat, is de kans dat deze toestand in het
interval (t,t+dt) overgaat in de toestand (i) gelijk aan 81jdt' De
kans dat de toestand (j) in dit interval niet verandert is dan

n n
, 1-a, dt) =1 - 2 a,.dt + 0(dt%). Onder verwaarlozing van
. 1] i

1=04#3 1=0,#] .,
dt° wordt deze kans - als we voorts a =y a,, schrijven - :
JJ 130’7‘3 ij
1+ajjdt. We veronderstellen dat de co&fficiénten aij niet van t afhan-
£en.,

Noemen we de kans, dat op het tijdstip t de toestand (i) bestaat,
xi(t), dan kan het volgend patroon van overgangen worden aangegeven:

t o tHdt
aijdt :
(J#1) x(t) > x, (t+dt) (1)
1+aiidt
x, () ———=

Dus geldts

nn
xi(t+dt) = %gb,¥i xj(t)aijdt + (1+aiidt) xi(t) (2)
waaruit:
ax
3t = 2_245%(t) (3)
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x) L, Kosten, J.R. Manning en F, Garwood: J.Roy.Stat.Soc.1949(11)54. '
L. Kosten: Appl.Sci.Res.195’l(B2; 108 en 401; ook in "Het PTT-Bedrijf’
1951(3) 98 en 1951(¥) 26.
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Verstaan we onder A de matrix (aij) en onder x de vector (xo,...xn),
dan kan (3) geschreven worden als

SE = x(e) (4)
n -
Daar uit o bl volgt dat de kolomsommen van A nul zijn, is

T T gy U
de rang van A hoogstens n. Ult het feit dat de niet-diagonaalelementen
niet-negatief zijn en uit het nulzijn der kolomsommen kan worden afge-
leid, dat de eigenwnarden Ai van A geen positief refel deel kunnen heb-
ben (zie bijv, J. Giltay, proefschrift Delft....), Minstens één der
eigenwoarden is nul (stel A =0).

Stel, dat op het tijdstip t=0 de toestandsstatistiek door E(O)wg

aangegeven kan worden, Ontleed nu b in de elgenvectoren €y ven A
b= T~ &; 4. Op het tijdstip t volgt dan voor x(t):
=0 -
n_ %it
x(t) = 2, ey ¢ (5)
R 20 =

De termen,welker eigenwaarde cen negatief refel deel heeft, sterven
uit. Er blijven alleen over de component{en) met eigenwaarde nul. Wan-
neer er meer dan één eigenwaarde nul is, blijft de eindstatistiek af-
hankelijk van de beginstatistiek, Is er slechts één eigenwaarde nul,
dan bl1ljft over “%30' Daar 1n dit geval, zoals nog zal blijken, A
niet van b afhangt, 1s de elndstatistiek dan onafhankelijk van de be-
ginstatistiek,

Een voorbeeld,waarblij dit niet het geval zou zijn,is bijv. het geval

dat
/B0
A zk -, (6)
g, C

waarin de rang hoogstens n-1 is. In dit geval bestaat het systeem uit
twee groepen toestanden, Bestaat op t=0 een toestand ult de ene groep,
dan blijft het verder altijd in toestanden behorend tot deze groep ver-
keren,

We veronderstellen verder echter, dat er slechts één eigenwaarde
}0 nul is, De eindstatistiek 1s tevens de statlonnaire statistiek go,
bepaald door

Ax%=0 (7)

Tevens geldt: o
X~ = const, . &5 (8)

Wanneer we met lg} aangeven de som der kentallen van de vector g, dan
moet 50 genormeerd worden door:

{EP}‘ = const, -{go}, = 1 (9)
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We normeren €5 zodanlg,dat {Eog = 7, zodat

8]

% =g, (10)
Daar de kolomsommen van & nul zijn, volgt hieruit

ra - 2

en wegens
heg="% g (12)

volgt dan:
3 31} = 0 als 140, A0 (13)

n . )

Uit b = ?ib A s ig§'=1, 320% =1 en {ei}.zo voor 1% O volgt, dat

do=1, dus onafhankelijk van b, Van deze elgenschappen hadden we receds
eerder gebruik gemaakt,

Het vraagstuk waar we ons hier mee zullen bezighouden 1s het vol-
gende, Op het tljdstip t=0 is de statistiek van de toestanden gelijk

aan de stationnaire statistiek 5?. Over het interval (0,t) wordt be-
paald de dintegraal &
S = J{ g dt (14)
0

Hierin is g een gewichtsfactor die voor het interval (tq,t1+dt) de
waarde 344 heeft indien gedurende dit interval de toestand (i) heerst.,
8 zal een verdelingsfunctie bezitten., De vraag 1s, de momenten

Alys s Moee. VAD deze verdelingsfunctle te bepalen, Deze momenten zljn
functies van t. In het bijzonder wordt gevraagd te bepalen

2

Aﬁ:E(s) en var s =,02—,b% . Van deze grootheden moet zo mogelijk het

asymptotisch gedras voor grote waarden van t worden aangegeven,

2. Oplossing van het probleem,
We defini&ren het volgende volledige stelsel van elkaar uitslul-
tende toestanden met bijbehorende waarschijnlijkheden:

iﬁ,t,ds}i

in de toestand (1) verkeert, en waarbij de integraal een waarde
tussen 8 en s+ds heeft bereikt; de bijbehorende waarschijnlijk-
heid is pi(s,t)ds.

is de toestand op het tijdstip t, waarblj het systeem

We kunnen het volgende systeem van overgangen aangeven:

_ - aijdt z )
(3#1) |- Ogy;dt-(1-8)g 8, €, ds |~ $ Ls,t+dt,ds},
} 1+a,,dt -
[s-gy0t, at, ds }1 i1 (15)



waarin O £ © < 1.

De waarschijnlijkheid van de toestand rechts moet gelijk zijn aan de
som van de producten van de waarschijnlijkheden der toestanden links
mct de bijbehorende overgangswaarschijnlijkheden, Dit gecft:

P, (s,t+dt)ds = p;(s-g;,dt,t)ds . (1+a,,dt) +

n (16)

+ o {s-6g..dt-(1-0)g..dt ds.a, .dt
AO_..?{ pJ(S 6611 (1 )ng s t) 13
J=U,71

Ontwikkelen we naar dt (in de onderstelling,dat Py differentiéerbaar

is naar s en t), dan heffen de nulde graadstermen elkaar op, De eer-

ste graadstermen leveren bilij deling door ds dt

wpl op Py -
Tt Biy oy = 2. AygP;(s.t) (17)
J=0
Verstaan we ondc p(s,t) de vector (PgsPq- oDy, ) en onder G de diago-
naalmatrix gnn) dan kan dit geschreven worden als:
2D op
— + 0 — = A 18
ot — 08 =B ( )

Nu voeren we in de (eenzijdige) Laplacetransformatie:

p(s,t) = £(s,2)

/ﬁ;—Zt . (19)

f(s,z) = p(s,t)dt
4 b
Dan gaat {18) over in:
of
zf - p(s,0) +G s =4 F (20)

Op het tijdstip t=0 kunncn we onderstellen dat de statistiek van de
toestand (i) de stationnaire, io’ is. Tevens is dan s=0 onafhankelijk
van i, Dus zou p(s,0) een impulsfunctie in s bevatten. Om geen moei-
lijkheden te krijgen met discontinuiteiten voor t » 0O voeren we 1n
de veronderstelling dat,s op t=0 niet exact nul is,doch een verde-
lingsfunctie h(s) heeft (fig.1), welke voor s8=0 nul is. Physisch komt
%Q dit erop neer, dat we het meetappa-
‘{i “PP-—7 raat waarmee s gemeten wordt, een

L 1 AN onbekende positieve "voorgift" geven
ﬁ/ ./ \*\""‘"aﬁ»— g

met verdelingsfunctie h(s). In de
limiet laten we dan later h(s) tot een impulsfunctie naderen,
Voor E(S,O) kunnen we dus nu schrijven:

p(s,0) = n(s) x° (21)
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Thang voeren we in de Laplace-transformatie:

£(s,z) = g(z',z)

S (22)
zg(z',z) = ’/ e”? f(s,z)ds
0
Hicrmee gaat (20) tezamen met (21) over in:
zg - k(z')&o +z'Gg=A g, (23)

waarin k{z') de LI,van h(s) is,
Laten we thans h(s) tot J(s) naderen, dan nadert k(z') tot 1,
We kunnen g(z',z) nu oplossen:

g(zt,2) = (2E + 2'G - ﬁ)'q x° (2k)

——

waarin E de eenheidsmatrix is,

Nu zijn we ulteindelijk slechts geinteresseerd in de momenten van
s(t) ongeacht de eindtoestand(ﬁ. We moeten dus achteraf alle kentallen
van waarschijnlijkheldsvectoren sommeren. We doen dit nu reeds met g:

{E_(Z':z)}

- {(Z.E_ rare - a)7 0, (25)
Be op 50 werkende inverse matrix kunnen we volgens von Neumann ontwik-
kelen als volgt:

(5(=1,2)}, = {(z2 - &7 =%} - 2 {(aE-0)7 a(emn) T 0+

v 2% (22-0)7" a(az-a) 7" a(zE-a) T 20f - L

L
(26)

Wanneer {z| groot genoeg gekozen wordt, zijn de absolute waarden
van de elgenwaarden van (zg—ﬁ)“ﬂg altijd absoluut kleiner dan één te
maken, waarmee de ontwikkeling gerechtvaardigd is,

Thans merken we op, dat onder dezelfde veronderstelling (z§~§)_1g
(g_is ecn willekeurige vector) ontwikkeld kan worden als:

-1 2

(zE-4) 24y, (27)

— e

1 g
9_='Z'9_+'Z*g.f§_£1.+

N\’J_\

Uit (7) volgt dan:

O

(z-5)"" x° = 2 x° (28)

NjA

Daar de kolomsommen van A nul zijn, 1is:

{g?g} - 0 (m pos. geheel) (29)

e

zodat ult (27) volgt:

{(z2-2)""a} = Z{a}, (30)

.
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Met behulp-van (28) en (30) kan (26) worden vereenvoudigd tot (zle ook
9):
i Zlg

1 ( -
{s(z1,2)}) =21- Eg fo xO}‘ + g {0(2E-8) g g’_} - ... (31)

— — .

De ontwikkeling naar machten van z' geeft direct de L.T, van de momen-
ten van s(t). Immers is:

o . 20 .
M= g™ p(s,t)r ds = ]f smjf(s,z)l ds =
m — . . 1——- J- ( 2)
o o) ' - 3
= (-2 Loz zj} J
( 3(32' L*( T gia0
Dus 1is: 4
My = 5 Oof o= 1 (33)
a = Liaex { o m=fox!l t (34)
1*‘;”—-.0}; 178 Lo
a2 5 {o(z2-2) Ta 30} (35)
Z -
(33) brengt tot uitdrukking,dat
n. e
2 [ py(s,t)as = 1 (36)
i=o [/ *
o)
A 1s gelijk aan | > .. x.°]t. De uitdrukking tussen 1s de mathe-
1 fzp it TH )

mathische verwachting van As per tijdseenheid; dus geeft (34) de juis-
te mathematische verwachting van s in het interval (0,t).

,A% kunnen we als volgt herleiden. Ontbind G 50 volgens de eigen-
vectoren van A:

A

O

Dan kan (35) geschreven worden als:

i o le S ‘-—g———-———/gigi } (38)
2 L= i=0 =z Z~%i)J'

Onderstellen we dat alle eigenwaarden verschillend zijn dan kunnen we
Schrijven:

1 .
=0 >\=
1 =£';§- voor 1=0, 5=0 }
z;(z~Ri) l_ o S NP (39)
%122 kigz A (2= A )
Met deze ultdrukkingen volgt voor het tweede moment zelf:
: A, €.
. 2 i—1
,/w-_—.et-cre} ~2tie }
2 T Fov 12 2o = gi% Ay I
n  4.€ n A.e. At
- 246 > %\";}WLE{_G_Z %\lei} (4o)
=1 5 ) i=1 1 ‘



-7-

Hlermee 1s ¢, ontbonden in een term in £2 , één in t, een constante
term en termen die exponentitel uitsterven daar alle M, (1#0) een ne-
gatief redel deel hebben,

Nu is:
o] { o} ~>*D~ 0
eo = x° 5 dus {6 % =S gy x
=) l §_ 0 ii i (n,])
n , n
\ < f 0) < o)
J e /3 [ } = ‘,\/ { } - G X E ? X
omaotml =2 {nad e s - 5w
o ek 2 2
De term met t° is dus gelijk aan (f’; 84 xio) £° =,
i=0 '

Verwnnrlozen we exponentieel ultstervende termen dan kunnen we voor
de variantie van s dus schrijven:

var 8 = Uy -, "12’:" - et i’—{ ‘é‘ ui—i ) " @ 3 G %ib %}“ Pt + Q
(42)
P en Q kunnen als volgt worden bepnald, Bepoal eerst:
$(z) = {6 (a-2B) e x .} (43)
Dus 1is dan ( & 3e, "
Yy {2 53 (44)
Ontwikkel nu Q\y{g) volzens opklimmende machten van 1/z:
2y{z) = - ‘*3 { ;?’ jiiij. + in'g zi:f%é%}. ... (45)

dan zljn de co&ffici&nten van z% en z! resp, gelijk aan =P en -Q (ver-

pelijk (42)),
Het berekeningsschema is dus 2ls volgt:

< < ©
1} los op: ;i ;=0 EE}, =
2) los vy op uit: S?— A, Y. - 2¥. = Sos X0 (46)
5 yopt 3_0<33 17 %11 4
2
3) bepanlr W(z) = 2. 8y Yy

) , Iz
4) bepaal P en Q als residus van - gié«l

resp., -2 fi%l in z=0. y
z
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3. Een tweetal toepassingen

De volgende toepassingen hebben belde betrekking op de volledige
bundel met ¢ lijnen zonder wachtgelegenheld, exponenti&le houdtijdver-
deling en cen Poissonverdeling der binnenkomende oproepen met een
dichtheid van a oproepen per gemiddelde houdtijd,

Is (1) de toestand met 1 bezette lijnen, dan 1is het patroon der
overgangswaarschijnlijkheden:

(O) (1) 2 (2) = = = (2=1) o (c) (47)

Het vergelijkingenstelsel (7) luildt hier:

1y © . 0
Xy go= (a)xg o+ (11)xg L, = 0 (2 <c) )
o 0
nxc_q - X = 0
C
met X ,‘__O, (;O Xiu",

De resultaten in de volgende afleidingen kunnen het gemakk&lijkst
worden verkregen met behulp van voortbrengende functiles., We zullen
vn;k sebruik maken van de volgende arithmetische functies en hun voort-
brengende functies:

-a_ 1
py = S 2 e (49)
7 z z(z+1) z{z+1)...(z2+c-1) A
Pi7= ¥y AT Floq t T Fip ¥ oeet ot fo =
2 o (1-p) ()2 (50)

z .
Voor %3 gelden de voloende betrekkingen:

7 , Z=1 . Z
?ﬁ = {4 P (51)
€N
. 7 _ z Z+4
Ly =afiq 2P (52)
. <L G
‘P;H = 2 (PJZ (52)

J=0

In het bljzonder is:
(Fé = P, * %H oo, %E (53)

Men ziet gemakkelijk dat de oplossing van (48) luidt:

X = % /9, (54)
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Het eerste voorbeeld betreft de nauwkeurigheild van de meting'van

O(de "blokkeringskans") door gedurende het interval (0O,t) de som

van alle intervallen te bepalen waarin alle ¢ lijnen bezet zijn, We
hebben dan
By =0 (i<e) gy, =1 (55)
Het eerste moment van 3§ is dus:
0
A ={asf o= e/ (552)
Het vergelijkingenstelsel (46;2) luidt:
0y _q-{a+i+z)y, + (I+V)y 0 =0 (i<c) (56a)
ay, _4-{c+z)7y, = ¢/ (56b)
De algemene oplossing van (56a) luidt:
v, = ¢(z) ¢F (57)
i i

Substitutie in (56b) geeft:
/,‘
C(Z) = % (Iﬁc

Z N Az (58)
ayé-q-(c+z)y%

De noemer kan met behulp van (51) en (52) worden herleid en er komt:

!
o(z) = - y;ﬁ?, (59)
e
zodatg ) Y’Z
1 ¥c i
A (60)
c
De functie Y(z) (zie 46;3) is dan:
z
1 f Ye
Y(z) =9y, = -3 5 « o5 {61)
c ¢
c
Met behulp van (50) kan men de volgende ontwikkeling vinden:
z zZ+1 Y 2 -
?,)C/WC = s—[—)-g- + A/IZ + Apz + e
met: %
A/l = c- (b —-"i,])
% (62)
Ay = 0 o 0m2p) - buby
&
waarins ) ¢ -
ty = o ZLC kot o PA= T ke
W $c =0 '
sz 1 Eii
A, = 5 Da= oy 73 i
2 P+1 f? 2 ?E = r #r ;
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en: - ‘. g=r L=y
A = ) i 5 s - . pa ——
e R e R =
Met de aldus bepaalde co&fficiénten A, en A, vindt men (zie 46;4):
PaRes(-—zﬁé—Z—l)_E—(’/—Cr,l
z=0 Fe (63)
oy z fe 3
Q = Res (-—“ﬁg_l)=2—-rf\
2=0 Z Yo 2
zodats
Y chy
var 38 -\_,;/—-é— T (ZA,‘ + T) (64)

Bij het tweede toepassingsvoorbeeld wordt de gemiddelde 11 jnbe-
zetting over het interval (0,t) bepaald en de variantie hiervan is ge-
vraagd. Dan is dus g,4=1 (i=0,...,c). Het eerste moment van s is dus:

A= {9- 35052 t=tp Byy X =t g; Lyl = 6/, (64a)
(46;2)zeeft;

ayy_q = (a+i+z)y, + (1+1)y 4 = 1 V&/yg (65a)

ay,_q -~ (c+z)y, =cC %E/gé (65b)

Uit (65a) volgt als algemene oplossing:

S i1 ] z
Y, = = — | + L+ c(z) ¢° (66)
1 Yo fz(z+1) z+1} 7
Nu b is (65b) equivalent met:
2y, = (e+1)¥ 44 (67)

Hierin (66) gesubstitueerd geeft, na enige omrekening met (51) en (52):

a Yo 1
C(Z) == —-(—"———)'z Z+1 . ;;g - —'—'"—ﬂz_*_ (68/)
c
zodat: ) ‘
SN SN LN s )
i ?g z(z+T) Z+ z(z+1)¢é : Ti+1

Nu moet worden bepanld:
c

plz) =2 1y, (70)
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L =2 0 ¥iq =2 oo (71)

) !

L a=a Yoot Yoy (72)
= z , Z+ Z41 Z+2
ot t "‘?‘(C;(M/:.-WZ?" ) =0 yly RSy (73)

Bij substitutie van (69), (71), (72) en (73) in (70):

RSN L L 0 IR (S s £ M L
o |z(z+1) 7+ ‘ z(z+1)yé g™
Nu kan ?(z) in een reeks In z ontwikkeld worden, Hierbij is:
y?+1 oz y
ﬁ:ﬂ-;’?“-(%é - Az - (75)

Men vindt don na enig rekenwerk:

2 1 H 2
e 1 a(zyc ﬂgl'?é-ﬂy% ) @ A1?2
o) ) o —z— + + %@ o

2
(/)(Z) m -a ('\-7&/ ( 1)2 g %"
L ) c
| e (76)
Dus 1is: ( 5 e 5
-2 ¢(z) a2y, =¥ ¢ a~A, ¢,
P = Res ( 2 - )y = .2 { < ?'02 S N ? = (77)
z=0 (y’c) WC -
Wanneer we ¢ naar o laten naderen, geldt:
(F)C = O(']/C!)
H N
four 0 for1
T
Dan is:
P—>2a
Dus:
var s -——» 2 at voor ¢.—= (78)

?Dit resultaat klopt met hetgeen langs elementaire weg in dit geval is
af te leiden,



